Un théorème d'extension de t-designs  by Dehon, Michel
Alltop a prouvC qne tout ,S’h(l, k, 2k + 1) avec t pair peut s’6tendre en un 
S,& + 1, k + 1, 2k + 2). Nous montrons qu’un S,&, k, 2k + 1) avec t impair 
peut s’ktendre en un $(t + 1, k + 1,2k + 2) dans lequel deux blocs quel- 
conques ont une intersection non vide si et seulement s’il est un sow-design 
d’un Sx(t -i- 1, k, 2k +- 1) aver x’ = 2X(k .- t)/(2k - t + 1). 
1 I ZNTRODU~TXON 
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(0 < i < t>. Le nombre de blocs B E L?f teis que I C B ne dkpend que de i 
et vaut 
u-i 
h 
f ) t-i I__ z Ai. 
k-i 
i 1 t-i 
Une condition ntcessaire d’existence d’un S,,(t, k, v) est done que hi soit 
entier pour tout i = 0, l,..., t - 1. kes quadruples (h, t, k, U) vtrifiant cette 
condition sont dits admissibles. 
LEMME 2. Soit (9, g) un S,,(t, k, v) et soient I un ensemble de i points 
(0 < i < t) et J un ensemble de jpoints (0 < j < t), tels que In J = @ 
eti+j < t.Lenombreh(I,J)deblocsB~93ttelsqueICBetJf? B = o 
ne d&end pas du choix de I et J mais seulement de i et j. 
Si (9, 33) et (P”, @) sont deux designs, nous dirons que (Y, B’) est 
un sous-design de (9, a) si 9’ C B et 8’ C ~3. 
Soit (9, ~8’) un Sn(t, k, 2’) et soit p E 8; l’ensemble @ - fp), muni des 
sous-ensembles B - (p} oti B est un bloc contenant p, est un 
S,(t - 1, k - 1, v - 1) appele le design d&iv& du SA(t, lc, c) par rapport 
au point p. InversCment, on dit qu’un Sn(t - 1, k - 1, z, - 1) peut 
Y&endue en un S,,(t, k, v) s’il est isomorphe a un derive de ce SA(t, k, v). 
Alltop [I] a demontre que tout Sn(t, k, 2k + 1) avec t pair peut s’ttendre 
en un Sn(t + 1, k + 1,2k + 2). Nous prouvons ici le r&what suivant: 
T&OR&ME. Soit (A, t, k, 2k + 1) urz quadruple admissible auec t impair. 
II exisfe un S,,(t + 1, k + 1,2k + 2) dans lequel deux blocs quelconques 
ont ume intersection non vide si et seulement s’ilexiste un S,,,(t + l,k,2k + 1) 
avecA’ = 2A(k - t)/(2k - t + 1) contenant unsous-designS,(t, k, 2k + 1). 
Deplus, tout &(t, k, 2k + 1) qui est un sous-design d’un SA,(t + 1, k, 2k + 1) 
peut Y&endue en un Sn(t + 1, k + I, 2k + 2) dans lequel deux blocs 
quelconques ont une intersection non vide. 
Ce resultat permet par exemple de montrer qu’il existe un S,(2, 7, 14) 
pour toute valeur admissible de A et de construire un S&(4, 6, 12) et un 
Sbw(4,7, 14). 
L’auteur remercie F. Buekenhout et J. Doyen pour l’aide et les conseils 
qu’ils lui ont appords. 
2. D~MONSRATION DU THBORBME 
Soit (9, ~3) un Sn(t, k, v) et soit X un ensemble de t + 1 points de 9:. 
Pour tout i == 0, I,..., t + 1, notons xi le nombre de blocs 3 E 3’ tels que 
j B c> X j = E’. En comptant de deux mani&es diff&entes le nombre de 
couples (J, B) oti B E 2I et oti J est un ensemble de j points contenu dans 
B n X, on obtient, pour tout .j =: 0, I ,..., f, 
LE‘MME 3. Si Ie quadruple (A, f, k, 2)) est admissible, la solution gthPra/e 
du sysrdme (1) est donne’e par 
D&monstrafion. Soit P un ensemble de v points et L%Y l’ensemble de 
toutes les parties de k points de 8. (-9;. ~3) est un ,S,+,(r, k, 0) trivial avec 
dans lequel, pour tout ensemble X de t + 1 points, 
si .- (‘-f l)(1: ,--; ‘) (i = 0, I,..., t -I- 1). 
fl en r&3.&e qu’une soiution ~art~c~~i~re du systkme 
(;) xi =.- i’ -1 ‘j x,i’ (,j I-- 0, I)...) r> 
avec 
e ce fait, 
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est une solution particulibre du systeme (I). La solution gCntrale du 
systbme homogene 
Qqyi:o (.j=O,l,..., t) 
i=j J 
(2) 
associe a (1) est don&e par 
j4=(--I)“-“+qt;+! (i=O,l,..., t+l,O!ER). 
En effet, en remplaGant les yi par ces valeurs dans (2), on obtient, pour 
toutj = 0, I)...) t, 
ttl 
=z 
( 1 .i 
a(1 - l)Wfl - 0 - . 
La solution g&A-ale du systeme (1) est done 
xi + yi = Ei (i = 0, I,..., t + 1) 
ce qui acheve la demonstration. 
THBORBME. Soit (A, t, k, 2k + 1) un quadruple admissible avec t impair. 
I1 existe un S,(t + 1, k + 1, 2k + 2) dans leguel deux blocs quelconques ont 
une intersection not1 vide si et seulement s’il existe un Shf(t f 1, k, 2k + 1) 
avec A’ = 241~ - t)/(2k - t + 1) contenant un sous-design Sn(t, k, 2k + 1). 
Beplus, tout Sn(t, k, 2k + 1) qui est un sous-design d’un S,,(t + 1, k, 2k + 1) 
peut s’e’tendre en un Sn(t + 1, k + 1, 2k + 2) dans lequel deux blocs 
quelconques ont une intersection non vide. 
Nmonstration. (1) Soit (9”,97) un S,,(t + 1, k + 1, 2k + 2) dans 
lequel deux blocs quelconques ont une intersection non vide et soit p E LT. 
Posons 
9’ = 9 - {p} 
(P’, &‘) est tin S,(t, k, 2k + i); montrons que (.P’, 39’) est un 
S,,$t + 1, k, 2k I- 1). 11 est clair que tous lcs blocs de 58’ ant k points et 
con-me deux blocs quelconques de 97 ont me intersection non vide, on 
a .“A n q1 -= a. Soit X un ensembie de 2 i- 1 points de 9’; le nombre de 
blocs de .W contenant X est Cgal au nornbre de blocs de 97 contcnant 
X u {p}, augmentC d E 93 tels que I? f-1 (X U (p]) = ~3, 
c’est-k-dire, en vertu t au quadruple (A, t f 1 7 k I- 1, 
2k -k Z), 
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Comme A’( m, X) et Xt+, - X, sont independants du choix de X(lemmes 2 
et 3), A, l’est tgalement. Or 
/ i%Jl / = 1 L%’ 1= A’ (2kl-l) * ; ’ 
( 1 *+I 
2X(k - t) r’“+‘, *+l= I_-__ 
2k - t f 1 k 
( 1 *+1 
est &gal au nombre de blocs d’un S,,(t + 1, k + 1,21c + 2). 11 en resulte 
que AX = h pour tout X. 
Comme d’autre part, g1 - B $ a1 pour tout BE 9JI, deux blocs 
quelconques de & ont une intersection non vide. 
COROLLAIRE. Si le quadruple (~(27\:t$‘), t, k, 2k + 1) avec t impair est 
admissible, tout SA(t, k, 2k + 1) avec h = j,&(2kg!11) peut s’&endre en un 
Sn(* + 1, k + 1,2k + 2). 
D&monstration. En vertu du theoreme, il suffit de prouver que tout 
Sh(t, k, 2k + 1) avec t impair et A = &(“:?F) est un sous-design dun 
Sn,(t + 1, k, 2k + 1) avec 
xr = Wk - *> 
2k-t+f 
k-t 
( 
2k- t+l 
2k-t++ k-t 1 
=( 2k - t 1 k-t-l 
Ceci est evident car tout (t + I)-design ayant ces parametres est trivial. 
3. APPLICATIONS 
(a) Kramer et Mesner [3] ont construit un SA(2, 6, 13) pour tout 
h = 5n (n = 1, 2,..., 66). Les blocs de ces designs sont les Elements d’un 
nombre pair d’orbites du groupe engcndrC par la permutation x -+ x $- 1 
{mod 13) dans l’ensemble des parties de 6 tlCments de GE(13). 11 en rCsulte 
que clzacun de ces S&Z, 6, 13) contient un sous-design S,,(l) 6, 13) avec 
X’ 7 6A/5 qui, grhe au thCor$me, peut s’ktendre en un S,j(2, 7, 14). Nous 
obtenons ainsi un SA(2, 7, 14) pour tout X == 6n (FI = 1, 2,..., 66) et pour 
tout h = 611 (~1 = 67, BS,..., 132) en prenant leurs supplhentaires; 
c’est-h-dire pour toute valeur admissible de A. 
(b) Kramer et Mesner [3] ont Cgalement construit un S,,(3, 5, 11) 
et un S&(3, 6, 13). Ceux-ci peuvent s’ktendre en un P&(4, 6, 12) et un 
S,,(4, 7, 14) g&x au corollaire. 
(6) ke plus petit quadruple admissible (A, f ,  k, u) avec t >, 6 
est (4, 6, 7, 14)). Le corollaire montre qu’il exisie un S,(6, 7, 14) si et 
seulement s’il existe un S,(S, 6, 13). Malbeureusement nous ignorons si 
ce 5-design existe. 
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